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по курсу:

“МАПР”

Лекция №1

“Структура задачи принятия решений”

Задача принятия решений:

1. У лица принимающего решение (ЛПР) обязательно должна быть цель, она может быть не сформулирована в явном виде, но она должна обязательно присутствовать;

2. Должно быть множество различных результатов после принятия решений;

3. У лица принимающего решения должны быть средства влияния на конечный результат, если нет то задача не решается (нет смысла).
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где: Ц — цель;

С — средства;

Р — конечный результат;

У — состояние внешней среды;

F — функция, которая связывает возможные средства, которые применяются.

Задача принятия решений представляет собой формальное описание цели, средств, результатов, состояний внешней среды и способы связи средств и состояний внешней среды.

Классификация задач принятия решений по связи средств и результатов

1. Связь между средствами и результатами — это субъективное понятие, для одного человека — это что-то определенное (детерминированное), для другого — это полнейшая неопределенность, для третьего лица — это есть некоторая зависимость, где участвует случайный фактор;

2. Простейший тип связи — это когда каждая альтернатива (Х1…..Хn) порождает определенные результат или исход (а1….аn)

   A=(а1, a2,….аn)


— Функция зависимости (выбор альтернативы ведет к исходу) — принятие решения в условиях;

— Когда выбор альтернативы может привести к ряду исходов:
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принятия решений в условиях риска или стохастических задач.

— принятие решений в условиях неопределенности  (отсутствует вероятностные появления того или иного исхода или результата).

Способы представления

1) в виде графа;

2) в виде функции реализации:

	              P1    P2     … (j

	F(x,y)
	Y1
	Y2
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	Yn
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                                      i (
1) при принятии решений в условиях определенности и состояние среды известно, когда от таблицы остается один столбец, следовательно одна альтернатива однозначно определяет исход;

2) принятия решения в условиях риска:
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выбор альтернативы может привести к появлению любого исхода с неизвестной вероятностью в выбранной строке;

3) принятие решения в условиях неопределенности.

Способы формализации цели в задачах принятия решений

Типы целей

1. Качественная цель;

2. Максимальная или минимальная заданной функции;

3. Цель заданной посредством отношений предпочтения.

1) всякий возможный исход либо полностью удовлетворяет цели или нет (не может на 50%, 90%):


A1є A

F(A1)=1

F(A/A1)=0
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Качественную цель можно свести к цели максимизации целевой функции.

2) максимальная заданной функции:
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Задачу максимумам может быть сведена к задаче минимума и наоборот.

Классические критерии принятия решений

Максиминный критерий

1. Если о среде не чего не известно, то нужно вводить гипотезы определяющие среду;

2. Среда нам враждебна и есть таблица выигрышей, т о выбор ?? либо альтернативы при враждебной среды приводят к тому, что выигрыш будет минимальным:
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Каждая альтернатива характеризуется минимумом эти строки.
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   — максиминный критерий

Максиминный критерий гарантирует, что при любом поведении среды меньше чем Кмм не получим — это абсолютно надежный критерий при принятии решений в условиях неопределенности. Описывает характерный случай взаимодействия двух сторон, которые преследуют противоположные цели (тактика принятия решений от обратного). 

Лекция №2

Пример1: Если среда нам враждебна:

	F(x,y)
	Y1
	Y2
	Kmm

	X1
	0.9
	90
	0.9

	*X2
	1
	1.2
	1


Выбрана альтернатива *X2.

Пример2: Среда нам враждебна (если выбираются стратегии X1, Y1):

	F(x,y)
	Y1
	Y2
	Kmm

	X1
	(1,1)
	(2,0)
	1

	*X2
	(0,2)
	(0,10)
	0

	                1          0


Следовательно, оптимальная стратегия для первой стороны ( 1, для другой тоже ( 1

Критерий азартного игрока

Этот критерий вытекает из гипотезы, что среда благоприятствует лицу, принимающему решение.
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1. Найти в каждой строке max-й элемент;

2. Выбрать max-й элемент в столбце. 

Нейтральный критерий

Этот критерий вытекает из гипотезы, что внешняя среда безразлична (нейтральна) лицу, принимающему решения.
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1. Подсчитать среднее арифметическое (математическое ожидание).

Если известны вероятности появления каждого состояния внешней среды, тогда применяется критерий Байеса–Лапласа.

Критерий Байеса–Лапласа
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Этот критерий является обобщением нейтрального критерия и предназначен для определения лучших альтернатив в условиях риска, т.е. в условиях когда известны вероятности появления состояний внешней среды.

Он предполагает более высокую степень знания о внешней среде, чем максиминный критерий, является более оптимистичным критерием чем Кмм.

Этот критерий выполняется когда решение принимаются однократно или небольшое количество раз.

Если решение принимается много раз, то КБЛ является абсолютно надежным критерием.

Критерий Сэвиджа

 (критерий минимальных сожалений)
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Пример: Пусть в процессе эксплуатации ЭВМ обнаружились сбои, возможные варианты решения следующие:

Х1 —  полная проверка машин;

Х2 — минимальная проверка машин;

Х3 — отказ от проверки машин.

При этом возможны состояния машин:

Y1 — неисправностей нет, сбои были случайными;

Y2 — есть незначительные неисправности;

Y3 — серьезные неисправности.

Матрица убытков в условных единицах      Матрица штрафов или матрица выигрышей.

	F(x,y)
	Y1
	Y2
	Y3
	Y1
	Y2
	Y3
	KS
	Kmm

	*X1
	-20
	-22
	-25
	20
	0
	0
	20
	-25

	*X2
	-14
	-23
	-31
	14
	1
	6
	14
	-31

	X3
	0
	-24
	-40
	0
	2
	15
	15
	-40


Матрица штрафов или матрица выигрышей, лица принимающего правильное решение по сравнению с лицом принимающего неправильное решение.

Либо штраф за то, что выбрали 1 или 2 решение, а не 3 в первом столбце, 2-й и 3-й столбцы характеризует дополнительные штрафы.

Если рассматривается матрица или убытков, тогда операция max и min в классических критериях меняется на противоположный.

Недостаток критерия Сэвиджа то, что он в своей формуле не учитывает уровень потерь.

В связи с этим можно получить оптимальные решения по дополнительным потерям, а по основным можно получить неудовлетворительный результат.

Аналог нейтрального критерия на сожалениях

В отличиях от критерия Сэвиджа предполагающую враждебность внешней среды этот критерий исходит из гипотезы, что среда нейтральна.
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Критерий субъективно-средних сожалениях
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	F(x,y)
	Y1
	Y2
	Y3
	Y1
	Y2
	Y3

	X1
	10
	49
	199
	0
	1
	1

	X2
	9
	50
	200
	1
	0
	0

	X3
	8
	48
	147
	2
	2
	3
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Производные критерии

Критерий Гурвица
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Выбор значения коэффициента С есть сложная проблема, часто рекомендуют брать С=0.5, иногда выбирают следующим образом:

· выбирается из матрицы лучшая альтернатива;

· для этой альтернативы рассчитать величину коэффициента С.

Критерий работает следующим образом: для каждой альтернативы выбирается min, max-й элемент и формируется дополнительный столбец для функции реализации. Из взвешенной суммы min, max элемента для каждой строки, и выбрать альтернативу, которой соответствует max элемент данного столбца. В результате получится, что этот критерий менее рискованный, чем критерий азартного игрока и менее пессимистичный, чем Кмм.

Критерий Ходжа–Лемана
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если С = 1, остается Кмм;

если С = 0, останется КBL.

Степень доверия Р связан с коэффициентом С, если С=0, степень доверия больше и работает КBL, если С увеличивается, тогда точности вероятности мало.

При увеличении коэффициента С предполагается, что степень доверия к Р уменьшается.

Если вероятности известны точно, но решения принимают небольшое число раз и в связи с этим хотят уменьшить вероятность появления малых значений.

Критерий при одних условиях может быть надежный, с другой рискованный.

Надежный — вероятности точно известны, значения принимаются много раз.

Рискованный —   вероятности известны не точно и значения принимаются мало раз.

Критерий минимума дисперсии оценочного функционала
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Основная задача этого — ограничить появление малых значений, через величину дисперсии среднего значения.
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В следствии того, что дисперсия может быть малой при малом математическом ожидании — этот критерий отдельно применять рискованно (нежелательно).

Обычно этот критерий рассматривается как вспомогательный, который может применятся совместно с критериями КBL.

В начале с помощью  КBL выделяются альтернативы имеющие одинаковые  или близкие значения КBL, а затем принимают КМДОФ.
Этот критерий оценивается разброс относительно среднего.

Критерий Гермейера
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Если 
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, тогда этот критерий выдвигает эту альтернативу, что и Кмм.

При однократных применениях критерий рискован.

Понятие о риске
В общих представлениях о риске, является неуверенность, произойдет ли желательное или нежелательное событие, или событие это не произойдет.

Если бы был исключен риск, при принятии решений, то фактически прогресс человечества был бы невозможен, т.к. любые новые технологии, техника, идеи, они, как правило, сопряжены с большим риском.

Риск обычного человека связан либо с потерей денег, потеря работы, неконтролирующие расходы, стихийные бедствия, болезни.

Риск владельцев капитала связан с изменениями во внешней экологической среде. Обычно владельцы капитала стремятся продать свой риск. За покупку риска страховые компании получают определенную премию и в обмен дают гарантию с сохранностью капитала, стабильность цен на продукцию.

Наиболее часто риск выражают либо в денежных выражениях, либо с помощью вероятности наступления нежелательного события.

Лемма Маркова
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Есть множество случайных величин, о том, какой здесь закон распределения ни чего не известно, известно только математическое ожидание М[X].

Лемма Маркова, утверждает о том, что для любого положительного числа справедливо соотношение, что вероятность появления числа yk будет больше А:
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Пример:

	
	0.1
	0.1
	0.2
	0.3
	0.1
	0.1
	0.1
	
	
	

	F(x,y)
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	Y6
	Y7
	БЛ
	КН
	Кмм

	X1
	3
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	8.6
	
	3

	X2
	2
	3
	7
	8
	4
	5
	12
	6.4
	
	2

	X3
	8
	6
	5
	10
	6
	7
	8
	7.5
	
	5

	X4
	7
	5
	5
	3
	10
	13
	6
	6.3
	
	3

	X5
	4
	10
	11
	12
	9
	8
	7
	9.6
	
	4

	X6
	8
	2
	12
	0
	12
	11
	6
	6.3
	
	0

	*X7
	9
	3
	11
	11
	10
	9
	10
	9.6
	9
	3
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Это ошибка, потому, что значения в Х7 > 19.2.

Неравенство Чебышева
Неравенство Чебышева предполагает, что появление событий равновероятно т.е. 
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Если появляется некое значение yk, тогда рассматривается отклонение от математическом ожидания М[Y].
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[image: image36.wmf]2
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— среднеквадратическое отклонение или дисперсия при равновероятном появлении любого события.
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Если рассматривают отклонение в какую-то сторону:
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Из примера: отклонение в одну сторону:
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Вероятности в отраслях со здоровьем людей:
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Безопасность профессии в развитых странах:

	Условия или деятельность
	Ре·10-8

	Авария авто.
	2700

	Электричество
	51÷54

	Общественный транспорт
	0.45


Композиция критерия Байеса–Лапласа с максиминным критерием и заданием уровня допустимости

1. По Кмм определяют лучшую альтернативу;

2. Задаются допустимыми потерями или допустимым уровнем риска:
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3. Определяем подмножество альтернатив, которые удовлетворяют этому допустимому уровню риска:
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4. Применяется критерий КБЛ:
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Лекция № 4
Критерий произведения
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Если 
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Пример1: Пусть у нас есть 4 альтернативы.

	F(x,y)
	Y1
	Y2
	Kн
	КПР

	X1
	4
	12
	8
	48

	X2
	6
	9
	7.5
	54

	X3
	8
	8
	8
	64

	X4
	2
	14
	8
	28


Использование понятия полезности при принятии решений
Решение принимает конкретный субъект (лицо), значит решения субъективны и при решении задач, принятия решений необходимо эту субъективность учитывать.

Пример2: Есть два человека: студент и миллионер, каждый из них имеет 1000$, как сохранить или преумножить деньги.

	
	0.5
	0.5

	
	Эконом. полож. стабильное
	Ухудшен. эконом. положения

	Банк 10%
	1100
	1100

	Бизнес
	2000
	0


Охарактеризуем полезность двух человек:
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Рисунок 1 —Векторные критерии со многими компонентами

Критерии принятия решений при разработке ПО
Литература:

1. Характеристика качества ПО. Боэм. Б. и др., Москва: Мир — 1981 г.

2. Стандарт ISO 9126–1–4; 1991 г., “Информационная технология. Оценка программного продукта. Характеристики качества. Руководство по их применению”.

3. ГОСТ Р ИСО/МЭК 9126–93

4. Стандарт ISO 14598–1-6 1998–2000 г. “Оценивание программного продукта”

5. Липаев В.В. “Стандартизация характеристик и оценивание качества программных средств”. Приложение к журналу “Информационные технологии” №4 2001 г.
6. Липав В.В. “Оценивание качеств программных средств. Методы и стандарты”. М: Синтэк 2001 г.

Характеристики программных средств


Параметры коммуникативности:

Программный продукт обладает свойством коммуникативности, если он позволяет легко описывать входные данные и выдает информацию: форма и содержание которые просты для понимания и несут полезные сведения.

Каждый показатель оценивается в баллах.

Пример показателей для коммуникативности:

КМ1 — предусматривает ли программа выдачу всех входных данных (1-5 баллов).

КМ2 — оценивает способна ли программа распознать конец входных данных без пользователя и указать количество входных данных (1-5).

КМ3 — содержит ли программа описание всех результатов тестирования (1-3).

КМ4 — предусмотрено ли в программе выдача четких сообщений по ошибкам в случае их возникновения (1-5).

КМ5 — предоставляет ли программа средства, позволяющие прогонять повторяющиеся тесты без излишнего описания и изменяющихся значений входных данных (1-4).

КМ6 — предусматривается ли в программе выдача промежуточных результатов по запросу (1-5).

КМ7 — все ли выделяемые результаты снабжены описанием шапок (1-5).

КМ8 — содержит ли программа средства трассировки и отображения логики передачи правления (1-5).

КМ9 — спроектированы ли основные формы выдачи результатов.    

КМ10 — оценивает, обеспечены ли программы нумерацию страниц в выдаваемых документов для облегчения визуального анализа [1-3].

5–ти бальная шкала применяется в том случае, когда крайне важно, чтобы данный показатель имел высокое значение, иначе возможны серьезные затруднения.

4–х — важно иметь высокие значения. 

3–х — хорошо бы иметь высокое значение.

2–х — в некоторых случаях полезно иметь высокое значение данного показателя.
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 — возможных критериев.

Можно использовать для оценки программные обеспечения.

Для синтеза многокомпонентных критериев привлекаются эвристические методы и эксперты.

Эксперты оценивают множество программных продуктов.


[image: image64.wmf]{

}

n

m

m

M

....,

1

=



[image: image65.wmf]{

}

L

m

m

M

1

11

1

,...,

=

— программные продукты хорошего качества.
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— программный продукт неудачного качества.
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— т.е. пересечение двух классов, пустое множество.
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На основе работающих экспертов можно синтезировать критерий.

Лекция № 5

Синтез критериев с помощью эвристических алгоритмов метода самоорганизации математических моделей. Метод группового учета аргументов

Критерий может описываться не только линейным способом.
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Пример: Пусть есть множество:
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Работа алгоритмического метода разбивается на ряд этапов (на ряды селекции):

На первом ряду селекция в качестве простейших оценочных функций критериев, возьмем множество характеристик ПО.
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Исходные функции оцениваются в баллах. Для к-й исходной функции вводятся формульное соотношение. 

Определение величины этой функции в баллах по предъявленному ПО, также указаны пределы значений этих функций или показатели критерия при котором ПО считается качественным или неудовлетворительного качества.

1-й шаг алгоритма:

Множество простых оценочных функций используются для классификации исходного множества М ПО.

2-й шаг алгоритма:

Для каждой простейшей оценочной функции (критерия) на 1-м ряду селекции подчиняется число правых оценок ПО.
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где отрицательного качества:
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3-й шаг алгоритма:

По показателю 
[image: image79.wmf]1
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 отбираются на перед заданное число r оценочных функций: 
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которое имеет максимальное значение.

Процесс синтеза критериев прекращается, если хотя бы одна из функций правильно проклассифицирована, все множество M ПО. Найденная функция становится тем самым критерием, который будет использоваться для оценки ПО.

4-й шаг алгоритма:

Проверка полученного множества оценочных функций на возможность правильной классификации всех элементов множества m. Если обнаруживаются элементы множества M, которые не могут быть правильно проклассифицированы отобранными оценочными функциями: 
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, тогда в множество 
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 включить дополнительные функции, имеющие более низкое значение величины 
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 по правильной классификации.
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5-й шаг алгоритма:

Во второй ряд селекции пропускается только оценочные функции множества 
[image: image85.wmf]1

F

.

6-й шаг алгоритма:

Из множества 
[image: image86.wmf]1

F

 на втором ряду селекции синтезируется множество 
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двухчленных оценочных функций.
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7-й шаг алгоритма:

к-я оценочная функция 
[image: image93.wmf]k

f

2

 второго ряда селекции, используются для классификации ПО множества М. Также, как и на первом ряду селекции для оценки элементов множества 
[image: image94.wmf]2

F

используется число правильной классификации исходных ПО.

8-й шаг алгоритма:

Выполняется шаг 3-го алгоритма для оценочных функций 
[image: image95.wmf]2
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, т.е. отбирается подмножество 
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 лучших оценочных функций второго ряда селекции.

Если хотя бы одна правильно проклассифицирована, все множество М ПО, то процесс синтеза критерия прекращается.

9-й шаг алгоритма: 

Правильные условия окончательного процесса синтеза и селекции оценочных функций по числу рядов селекции, по условиям отсутствия улучшения показателей качественных оценочных функций максимального ряда селекции с одним или несколькими предшествующими рядами по достижению проделанных правильных классификаций.

10-й шаг алгоритма:

4-й шаг, для множества оценочных функций 
[image: image97.wmf]2

F

. 

Могут ли проклассифицировать  М2 если нет, то 
[image: image98.wmf]2

F

, рассматривается за счет худших критериев.

Если таких критериев не окажется на втором ряду, то используют оценочные функции первого ряда селекции:
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11-й шаг алгоритма:

В третьей ряд селекций пропускается оценочные функции множества 
[image: image100.wmf]2

F

.

12-й шаг алгоритма:

Аналогичен шестому шагу:
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Процесс и селекции оценочной функций продолжаются до тех пор пока не будут выполнены условия окончания работы алгоритма.

1 часть — полученный критерий (оценочная функция), которая классифицирует или все ПО или заданный процент этих ПО.

2 часть — не получена.

Для классификации ПО используется не одна оценочная функция, а некоторое их множество, либо запустить исходный алгоритм на повторные расчеты. При повторной работе алгоритма используется либо другое множество оценочных функций либо другие пары самого алгоритма метода группового учета алгоритма, т.е. меняется число пропускных критериев в следующий ряд селекции, меняется число исходных коэффициентов Сі.
Сравнение объектов по векторному критерию
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Это правило абсолютного предпочтения.

Объект 
[image: image106.wmf]1
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 считается предпочтительнее или лучше 
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, тогда когда для всех показателей 
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 выполняется соотношение:
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 лучше 
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, когда хотя бы одно из неравенств (1) является строгим. Это слабое решающие правило т.к. число объектов, которое можно упорядочить с помощью этого правила невелико.

Достоинство: Правило транзитивно.

Если есть объект 
[image: image114.wmf]b
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 и объект 
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, тогда выполняется, что объект 
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.

Решающее правило с предпочтениями по правилу большинства

Альтернатива или объект считается лучшим, если для альтернативы 
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 число показателей больше числа показателей альтернативы 
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, по которому 
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 превосходят альтернативу 
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, тогда 
[image: image123.wmf]1

1

j

i

a

a

>



[image: image124.wmf](

)

n

p

p

p

P

K

,...

,

2

1

=

=



[image: image125.wmf]2

1

i

i

a

a

>



[image: image126.wmf](

)

(

)

2

1

i

g

i

g

a

P

a

P

>

, 
[image: image127.wmf]l

g

g

g

,...,

1

=



[image: image128.wmf]{

}

Q

m

g

g

l

=

Î

....

1

,...,

1



[image: image129.wmf](

)

(

)

2

1

i

w

i

w

a

P

a

P

<

 


[image: image130.wmf]{

}

W

m

W

W

W

W

W

k

k

=

Î

=

,...,

1

,...,

,

,...,

1

1



[image: image131.wmf](

)

(

)

,

1

1

i

v

i

v

a

P

a

P

=



[image: image132.wmf]{

}

P

m

V

V

V

V

V

p

p

=

Î

=

,...,

1

,...,

,...,

1

1



[image: image133.wmf]0

0

0

=

Ç

=

Ç

=

Ç

P

Q

W

Q

P

W



[image: image134.wmf]m

p

k

l

=

+

+


Альтернатива 
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лучше 
[image: image136.wmf]2

i

a

, если 
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 превосходит 
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, по большему числу компонентов.

Необязательно:
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Пример:

	
	Наглядность полн.

документации
	Среднее время ввода значений
	Среднее время отклика на задание

	
	Шкала отл., хор., неуд.
	Секунды шкала 1-1000
	Секунды шкала 1-1000

	А
	Отличное
	5000
	3000

	В
	Удовлетворительное 
	5000
	150

	С
	Хорошее
	360
	450
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Лекция № 6

Критерии использующие бальные оценки

Использование числовых значений не всегда удобно, в большинстве случаев лучше использовать не конкретные числовые оценки в определенных единицах, а некоторые общие оценки в абстрактных единицах или баллах. При этом для каждого показателя или каждых компонент вектора нужно установить определенное число градаций, при этом в качестве низшей оценки рекомендуется использовать “1”.

При этом таблицы показателей объектов или альтернатив преобразовываются в таблицы бальных оценок и сравнение альтернатив выполняются с помощью таблицы бальных оценок.

Пример:

	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6

	a
	6
	4
	4
	2
	2
	3

	b
	5
	3
	5
	4
	1
	2

	c
	4
	2
	4
	3
	3
	1

	d
	6
	4
	5
	5
	2
	3

	e
	2
	2
	3
	4
	4
	2

	f
	7
	1
	2
	2
	1
	2

	g
	6
	4
	3
	3
	4
	4


Покупатель хочет купить компьютер, есть:

(a-g) — альтернативы;

Р — характеристики;
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 — цена;
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 — объем ОЗУ;
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 — объем диска и т.д.

Можно рассмотреть случай, когда объект (альтернатива) лучшая по большинству,  но по каким-то показателям — худшие и в этом случае необходимо предпочтение по большинству нужно уточнить.

Или  для того, чтобы например:

1. 
[image: image144.wmf]2
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 необходимо, чтобы ни один из показателей альтернативы 
[image: image145.wmf]1
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 не принимал наименьшего значения.

2. если рассматривается множество 
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 нужно принимать наименьшим 1,2.

3. рассматривается таблица бальных значений и рассматривается случай, когда альтернатива 
[image: image147.wmf]1
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 лучше альтернативы 
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, но для выполнения альтернативы требуется два показателя:

· число показателей (лучших) было больше числа лучших показателей альтернативы 
[image: image149.wmf]2
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a

.

· чтобы выполнялись дополнительные условия относительно лучшей альтернативы (например, чтобы лучшая альтернатива не содержала показателей принимающих наименьшее значение).

Векторный критерий сводится к скалярному
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Каждый компонент векторного критерия присваивается вес и в этом случае альтернатива 
[image: image151.wmf]1
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 превосходит 
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, если 
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. Это наиболее сильное решающее правило, оно позволяет упорядочить альтернативы в любых случаях. Недостаток свертывания векторного критерия в скалярный, состоит в том, что к единой шкале сводятся качественно-различные характеристики объектов, т.е. с помощью этого критерия можно выбрать наилучшие характеристики, т.к. критерий с одной стороны сильный, а с другой имеет недостатки.

Сведение задачи к поиску экстремума единственной цели в условиях ограничения

При использовании этого подхода чаще всего поиск выглядит следующим образом:

1. последовательно считают переменной одну из целей и оптимизируют ее, а остальные цели рассматриваются, как ограничения. В результате оптимизации по каждой компоненте критерия выделяется множество альтернатив и из этого множества альтернатив пытаются выделить лучшую альтернативу. При этом часто возникают ситуации, когда в результате решения задачи этим способом получается множество альтернатив, к которым нужно применять дополнительный критерий или выполнить субъективный выбор. Все это — недостаток этого критерия.

Лексикографический метод решения задач с векторным критерием

Этот метод предполагает, что компоненты векторного критерия можно упорядочить некоторым иерархическим способом, т.е. есть некоторая главная компонента 
[image: image154.wmf]k
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, менее главная компонента 
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Вначале выделяем множество лучших альтернатив с помощью компоненты 
[image: image157.wmf]k

P

 — наиболее важная компонента векторного критерия.

Обычно выделяется некоторое подмножество компонент. Затем к выделенному подмножеству, альтернативу применяется следующая по важности компонента векторного критерия. 

Если в результате применяется последний компонент векторного критерия выделяется не одна альтернатива, а множество альтернатив, то лучшую альтернативу из оставшихся выделяют с помощью дополнительного критерия или делают субъективный выбор.

Этот метод применяется широко, но он предполагает иерархию целей и в общем случае не гарантирует единственное решение.

Задачи с векторным критерием не имеют универсальных методов решения. В каждом случае нужно исходить из смысла задачи и исходя из этого смысла применять тот или иной способ решения задачи.

Лекция № 7
Теоретико–игровые модели принятия решений
Пример: Как должен действовать человек, чтобы его выигрыш был максимален, при условии, что среда враждебна.

	
	y1
	y2
	y1

	x1
	3
	2
	4

	x2
	2
	4
	5

	x3
	5
	6
	1


В этом случае применим 
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Элементы теории игр:

Теория игр — это раздел математики, изучающей методы принятия решений в конфликтной ситуации.

Игра — математическая модель конфликтной ситуации, в которой определены участники конфликта — игроки, их возможные действия — стратегии, получаемая ими информация, условия окончания игры и правила изменения заинтересованности каждого игрока.

Партия игры — случай розыгрывания игры некоторым конкретным образом от начала до конца.

Основное направление в классификацию игр:

· количество игроков;

· количество стратегий;

· характер взаимоотношений между игроками;

· характер выигрышей;

· вид функций выигрышей;

· количество ходов и т.д.

В зависимости от количества игроков различают игры двух и n-игроков.

По количеству стратегий:

· конечные игры;

· бесконечные игры.

По характеру взаимодействия игроков:

· коалиционные игры;

· бескоалиционные игры.

По характеру выигрышей:

· игры с нулевой суммой (антагонистические игры);

· игры с ненулевой суммой.

В играх с нулевой суммой, сумма выигрыша всех игроков в каждой партии равно нулю, т.е. общий капитал игроков не меняется, а перераспределяется между игроками.

По виду функции выигрышей игры делятся на:

· матричные;

· биматричные и др.

Матричная игра — это конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в которых задаются выигрыши первого игрока в виде матрицы.

Изучение матричных игр

Биматричная игра — конечная игра двух игроков с ненулевой суммой, в которых выигрыш каждого игрока задается матрицами отдельно.
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Стратегии первого и второго игрока называется чистыми стратегиями.

Партия игры разыгрывается следующим образом:

первый игрок — выбирает некоторую стратегию 
[image: image160.wmf]i

x

;

второй игрок — 
[image: image161.wmf]i

y

, причем игроки не знают, какие стратегии выбирают из противники.

После выбора стратегий первый игрок получает выигрыш 
[image: image162.wmf]ij

a

, если 
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>0, а второй игрок проигрывает 
[image: image164.wmf]ij
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 (и наоборот — первый игрок проиграл, если 
[image: image165.wmf]ij
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<0), т.е. выигрыш первого игрока равняется проигрышу второго и наоборот. Сумма выигрыша первого и второго игрока равны нулю — это антагонистическая игра.

Пример: Предприятие выпускает два вида периодических информационно-рекламных изданий 
[image: image166.wmf]1

P

 и 
[image: image167.wmf]2

P

. Для постоянно действующей выставки-продажи вычислительных средств, каждые две недели, расходы на производство и реализацию продукции не должны превышать $40000, себестоимость издания 
[image: image168.wmf]$
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, а отпускная цена 12$. 

Себестоимость 
[image: image169.wmf]$
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, а отпускная цена 8$. Если продукция не реализуется в течении первых двух недель, то она устаревает и продается следующие две недели по цене в 4 раза меньше отпускной — 3$ и 2$. Реализация продукции 
[image: image170.wmf]1
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 и 
[image: image171.wmf]2

P

 зависит т вида вычислительной техники, поступившей на выставку. 

При вычислительной техники специального назначения реализуется 1000 единиц продукции 
[image: image172.wmf]1
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 и 6000 
[image: image173.wmf]2
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. При вычислительной техники развлекательно-бытового назначения реализуется 4000 
[image: image174.wmf]1
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 и 1200 
[image: image175.wmf]2
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. Причем на продажу этих изданий в обеих случаях тратится 2000$. 

Не обходимо определить оптимальные стратегии фирмы, выпускающей 
[image: image176.wmf]1
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 и 
[image: image177.wmf]2
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, условия. когда неизвестно какой ассортимент выставки-продажи будет в ближайшие две недели.

Таким образом имеем два игрока:

1. Фирма:

две стратегии:

· специальное назначение;

· развлекательные назначения.

2. Неопределенность рынка:

две стратегии:

· вычислительная техника специального назначения;

· вычислительная техника развлекательного назначения.


таким образом, получим матрицу:
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1. Фирма ориентируется на вычислительную технику специального назначения и на рынке преобладает вычислительная техника специального назначения:
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Р — прибыль;

Z — сумма выручки за реализацию продукции;

С — затраты на производство и реализацию продукции.
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Расчеты будем производить на две недели:
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, затраты те же, но на рынке другие условия и 
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 будем рассчитывать:
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, т.е. фирма несет убытки.
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— фирма применяет вторую стратегию и рынок тоже (развлекательно-бытовая)
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4.     
[image: image195.wmf]21
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затраты — 40000$

на рынке — вычислительная техника специального назначения;

на фирме — 
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 — матричная игра двух игроков

Подходы игрока к решению матричных игр

Стратегия игрока называется оптимальной, если применение этой стратегии обеспечивает игроков наибольшим гарантируемым выигрышем при любых возможных стратегиях другого игрока.
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 — гарантирует некоторое число α

Число α называется нижней чистой ценой игры и показывает какой минимальный выигрыш может гарантировать себе первый игрок, применяя свои чистые стратегии при всевозможных стратегиях второго игрока.
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Действия второго игрока может гарантировать его проигрыш не больше числа β.

β — чистая верхняя цена игры и это число показывает какой максимальный выигрыш за счет своей стратегии может получить первый игрок.

Или какой минимальный проигрыш может гарантировать себе второй игрок, т.е. выигрыш первого игрока при оптимальной стратегии обоих игроков находится между α и β:
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Теорема: Для матричной игры с любой матрицы А справедливо соотношение, что 
[image: image202.wmf]b
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.

Доказательство: Возьмем в дополнительном столбце матрицы А элемент равный α находится в некоторой і-й строке, тогда 
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 (минимальному элементу этой строки 
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— фиксированное).

Возможность второго случая — элемент 
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равняется максимальному элементу, рассматриваемого столбца (столбца j0). В этом случае этот элемент выносится в дополнительную строку, 
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 (т.к. он обеспечивает эту возможность).

— элемент 
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 не является максимальным элементом столбца. В этом случае имеется некоторые элементы, которые больше α и он попадает в эту дополнительную строку 
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Лекция № 8
Понятие седловой точки

Если в игре с матрицей А нижнее и верхнее, чистые цены игры совпадают т.е. 
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, то говорят, что эта игра имеет седловую точку, в чистых выражениях и чистую цену игры:
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Седловая точка — это пара чистых стратегий (i0, j0) первого и второго игрока, при котором достигается равенство 
[image: image212.wmf]b

a

=

. 

В понятии седловой точки вложен следующий смысл:

если один из игроков придерживается стратегии, соответствующей седловой точки, то другой игрок не может поступить лучше, чем придерживаться стратегии, соответствующей седловой точки.
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— отклонение первого игрока от седловой точки может приводить только к уменьшению его выигрыша.
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— отклонение второго игрока от седловой точки может приводить к увеличению его проигрыша 
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Седловой элемент 
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 — является минимальным элементом строки и максимальным элементом в столбце.

Для определения седлового элемента необходимо последовательно в каждой точке определить минимальный элемент, а затем проверять является ли он максимальным элементом столбца и если является, тогда таким образом найдена седловая точка — цена игры, оптимальные стратегии первого и второго игрока:
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Если 
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— если все элементы матрицы одинаковы, то каждая из них будет седловым.

Пример: 
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Найти минимальный элемент в строке, который равен максимальному в столбце 
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Поменяем знак: —3

β=2; α=-2 ⇒ 
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Смешанной стратегией игрока называется полный набор вероятностей применения его чистых стратегий.
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 — для первого игрока
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— для второго игрока
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Чистая стратегия — это чистый случай смешанной стратегии. Чистые стратегии являются несовместимыми стратегиями, т.е. применение одной чистой стратегии исключает применение любой другой стратегии.
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— средний выигрыш одного игрока
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Теорема Фон–Неймана:

Для матричной игры с любой матрицей А величины α и β существуют и равны между собой :
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Следствия из теоремы Фон–Неймана:

Для того, чтобы смешанная стратегия 
[image: image241.wmf](
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, первого игрока была оптимальной смешанной стратегией матрицы игр с матрицей А и ценой игры необходимо и достаточно выполнение следующих неравенств.
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т.е. математическое ожидание любого столбца должна быть больше цены игры.

Аналогично для второго игрока: 
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 смешанная стратегия 
[image: image245.wmf]0
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 является оптимальной смешанной стратегией, если выполняется следующие n-неравенств:
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т.е. математическое ожидание каждой строки матрицы должна быть меньше цены игры.

Таким образом, из следствия теоремы Фон–Неймана вытекает:

— чтобы установить , является ли предлагаемая смешанная стратегия 
[image: image248.wmf]n

,

,

y

x

решением матричной игры достаточно проверить, удовлетворяют ли они соотношениям (1), (2).
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Решение матричной игры 
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Для матричной игры 
[image: image254.wmf]2

2

´

 неравенство (1) и (2) можно превратить в строгие равенства, тогда из (I) части можно получить:
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Пример: Две фирмы выпускают периодически издания.
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 EMBED Equation.3  [image: image261.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image262.wmf]
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Заменить вторую стратегию на третью:
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т.е. когда смешанные стратегии приводят к неудобству производства, они могут быть заменены на чистые стратегии, которые получились в результате расчетов средних значений по каждому виду продукции.

Должны выполняться два условия:

1. расходы не превышают 40000

2. ν = 4820 и не меньше:

I стратегия рынка:
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II стратегий рынка:
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Методы поиска оптимальных смешанных стратегий для матричных игр, размерами больше, чем 
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Рассмотрим случай матричной игры 
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Используя другие подходы:

1. возможное преимущество одной стратегии над другой стратегией.

Рассмотрим I и к-ю стратегию

Если для і, к-й стратегий першого игрока выполняется соотношение:
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причем, хотя бы одна из неравенств является строгим, то говорят, что стратегия і превосходит (доминирует) стратегию к и в этом случае стратегию к первому игроку применять невыгодно и она входит в смешанную стратегию этого игрока с нулевой вероятностью.

Лекция № 9
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[image: image277.wmf](

)

n

k

x

x

x

,...,

,...,

1


Вторая стратегия r второго игрока доминирует j, если выполняется неравенство:
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При этом хотя бы одно из неравенств является строгим.

Следовательно II игр нет смысла применять j-ю стратегию, т.к. для него это матрица проигрышей (из неравенства).

Если имеется доминирование стратегий в некоторой матричной игре А, то доминируемые стратегии могут быть вычеркнуты из матрицы А и получена новая матричная игра А1, имеющая меньшие размеры матрицы.

Если в этой матричной игре А1 обнаруживается доминирование стратегий, то эта матрица снова может быть преобразована путем вычеркивания доминирующих стратегий, следовательно, матрица 
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может продолжаться до тех пор пока позволяют условия, либо пока матрица не станет 
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Пример: Пусть имеется матричная игра 
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 EMBED Equation.3  [image: image284.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image285.wmf]2
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[image: image286.wmf]2
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(для первого игрока);


[image: image287.wmf]2
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(для второго игрока).

Признаки нулевых вероятностей применения чистых стратегий в смешанных стратегиях
1. Если некоторая стратегия подчинена выпуклой линейной комбинации двух других стратегий, то подчиненная чистая стратегия входит с нулевой  вероятностью в смешанную  стратегию.

Допустим, что существуют чистые стратегии k, l, r и число 
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 такие, что выполняются условия:
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для первого игрока: 
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т.е. стратегия к подчинена выпуклой линейной комбинации стратегий l и r.

Если в неравенстве стоит n элементов, тогда:
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В этом случае можно говорить о линейной выпуклой комбинации элементов при коэффициентах 
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Рассмотрим обобщенную стратегию второго игрока: 
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 и умножим неравенство на соответствующее: 
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и сложим эти неравенства (их m штук):
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Теперь можем воспользоваться следствием из теоремы Фон-Неймана:
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  — математическое ожидание в столбце меньше или равно цены игры.
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т.е. первому игроку нет смысла применять подчиненную j-ю стратегию, т.к. он получит выигрыш меньше цены.

Обобщение первого признака

Если некоторая чистая стратегия подчинена выпуклой линейной комбинации n других стратегий, то подчиненная чистая стратегия входит с нулевой вероятностью в смешанную стратегию:
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то тогда к-я стратегия не должна применяться первым игроком.

Для второго игрока знак меньше меняется на больше.

Пример: Пусть имеется матричная игра 
[image: image304.wmf]4
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2. Второй признак нулевой вероятности применения чистых стратегий в смешанных.

Если выполняется линейная комбинация стратегий, подчинена выпуклой линейной комбинации других стратегий, то в подчиненной выполняются комбинации стратегий, существует по меньшей мере одна чистая, входящая в смешанную с нулевой вероятностью.

k, l, r, s подчинена выпуклой линейной комбинации стратегий r, s, т.е. выполняется неравенство:
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(для первого игрока)
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Умножаем эти m неравенств на компоненты смешанной стратегии второго игрока: 
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 и суммируем полученное неравенство по j:
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Воспользуемся соотношением из теоремы Фон-Неймана:
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Математическое ожидание по строкам меньше или равно цены игры.
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т.е. противоречие с нашим допущением, что первая сумма и вторая сумма равна 
[image: image316.wmf]n

 в выражении (2). Следовательно, одна из этих сумм меньше 
[image: image317.wmf]n

 и, следовательно, одна из стратегий: к или l должны входить с нулевой вероятностью в смешанную стратегию первого игрока.

Численные методы решения матричных игр

1. Метод последовательного приближения цены игры.

Применяется, когда седловая точка не обнаружена или исходную матрицу нельзя привести к размерности 
[image: image318.wmf]2
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Сущность метода последовательного приближения цены игры состоят в следующем: мысленно игра проводится много раз, т.е. последний проигрывается много партий. В каждой партии игры каждый игрок выбирает ту стратегию, которая дает ему наибольший общий выигрыш во всех партиях, включая текущую. После каждой партии вычисляется: среднее значение выигрыша первого игрока, проигрыша второго игрока, а их среднее арифметическое применяется за приближенные значения цены игры.

Для определения оптимальных смешанных стратегий обоих игроков подсчитывается частота применения каждой чистой стратегии, которая применяется каждой чистой стратегии, которая принимается за приближенное значение вероятности использования этой чистой стратегии в оптимальной смешанной стратегии соответствующего игрока.

Доказано, что при неограниченном увеличении числа партий, средний выигрыш первого игрока и средний проигрыш второго игрока будут неограниченно стремиться к цене игры (
[image: image319.wmf]n

), а приближенное значение смешанных стратегий будут стремиться к оптимальным смешанным стратегиям каждого игрока.

Объем вычислений в методе пропорционален сумме числа строки столбцов матричных игр. Сходимость метода достаточно медленная, но компетентная реализация позволит им пользоваться.

Пример: Существует матричная игра 
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Среднее арифметическое:
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Лекция № 10

Решение матричных игр методом линейного программирования
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I игрок:


[image: image325.wmf]0

>

ij

a

,  
[image: image326.wmf]n

i

,

1

=

,  
[image: image327.wmf]m

j

,

1

=


                                                           
[image: image328.wmf]å

³

n

i

ij

x

a

,  
[image: image329.wmf]m

j

,

1

=

                                                        (1)

                                                           
[image: image330.wmf]å

=

1

i

x

,  
[image: image331.wmf]0

³

i

x

                                                               (2)

II игрок:
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Разделим на цену игры ( 1, 2, 3, 4 уравнения:

                                                                   
[image: image336.wmf]å

=

=

n

i

i

x

1

2

min

a

                                                                 (5)                                                            

                                                                     
[image: image337.wmf]å

=

=

m

j

j

y

1

2

max

a

                                                               (6)

                                                             
[image: image338.wmf]å

=

³

Þ

=

n

i

i

ij

i

i

x

a

x

x

1

1

n

                                                         (7)


[image: image339.wmf]max

,

1

1

®

=

=

å

=

n

n

n

n

i

i

x


                                                                
[image: image340.wmf]1

1

£

Þ

=

å

=

m

j

j

ij

j

j

y

a

y

y

n

                                                    (8)


[image: image341.wmf]min

,

1

1

®

=

=

å

=

n

n

n

n

j

j

y


Для первого игрока наши преобразования привели к задаче: Минимизировать линейную форму при ограничениях (1): 
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Для II игрока наши преобразования привели к задаче: Максимизировать линейную форму при ограничениях:
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Это две задачи линейного программирования.

Задачи максимизации или минимизации линейных форм вида:
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— постоянный коэффициент при условиях:


[image: image346.wmf]n

m

m

i

b

x

a

x

a

x

a

m

m

i

b

x

a

x

a

x

a

m

i

b

x

a

x

a

x

a

i

n

in

i

i

i

n

in

i

i

n

in

i

i

>

+

=

=

+

+

+

+

=

£

+

+

+

=

³

+

+

+

3

2

2

2

1

1

2

1

2

2

1

1

1

1

2

2

1

1

,

1

,

...

,

1

,

...

,

1

,

...


Можно было бы ограничиться только третьим уравнением. Эта задача называется задачей линейного программирования, требуется найти максимум или минимум линейной формы от n переменных при m линейных ограничениях в виде равенств или неравенств. Это определение общей задачи линейного программирования.

В нашем случае цена игры должна быть одна и та же между нашими двумя задачами должна быть глубокая связь. В линейном программировании могут быть двойственные симметричные задачи, такими являются задачи первого и второго игрока.

Общая формулировка двойственных симметричных задач
Первая задача: Минимизировать: 
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Вторая задача: Максимизировать: 
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Ограничения:

Для первой задачи: 
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Для второй задачи: 
[image: image350.wmf](

)

å

=

=

£

m

j

i

j

ij

n

i

b

y

a

1

,

1

,



[image: image351.wmf]n

i

x

i

,

1

,

0

=

³



[image: image352.wmf]m

j

y

j

,

1

,

0

=

³


Получаем пару двойственных задач.

Теорема двойственности:

Если одна из двойственных задач имеет оптимальное решение, то и другая имеет оптимальное решение, причем экстремальное значение целевых функций равно:
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Общий алгоритм решения матричной игры с помощью линейного программирования
1. Исследуем предложенную матричную игру на величину цены игры, т.е. определяем нижнею чистую цену игры ( и верхнею цену игры (.

Возможны следующие случаи:

1) 
[image: image354.wmf]b
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( есть седловая точка и цена игры определяется седловым элементом.

2) 
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[image: image356.wmf]0

,

0

<

<

b

a

 
[image: image357.wmf]( 
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 или 
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 преобразование матричной игры не нужно, необходимо составить соотношения из следствия теоремы Фон-Неймана (1), (2).

3) 
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 ( цена игры 
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Необходимо преобразовать исходную матрицу, возможны два случая:

1) прибавить по всем элементам матрицы число к, которое определяется как 
[image: image363.wmf]ij
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 из отрицательных элементов максимум.

2) из каждого элемента вычисть наибольшее положительное значение матрицы.

2. На основе следствий из теоремы Фон-Неймана записываются соотношения для первого или второго игрока:

Для первого игрока:
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Для второго игрока:
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3. Приводят задачу определения к задаче линейного программирования, где линейная форма минимизируется (для первого игрока).

Если решают задачу отношений игрока, то получают задачу линейного программирования с максимальной линейной формы.

При этом получают ограничения для первого игрока: 
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для второго игрока:
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Запишем для первого игрока эти ограничения подробнее:
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4. Ввод базисных переменных: для первого игрока — отрицательная переменная такая, чтобы предложенное неравенство превратилось в равенство (ограничения).

5. Решают задачу линейного программирования.

При этом первой исключается переменная (исходные: 
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) имеющая максимальную сумму коэффициентов в системе ограничений. Для этого используются уравнения с минимальным отношением свободного члена к коэффициенту при выбранной переменной 
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. Этот процесс продолжается до тех пор, пока не останутся одни базисные переменные.

В результате получается линейная форма (для первого игрока): 
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6. Определяют цену игры 
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7. Определяют 
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 в ходе решения, по известному 
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 определяют 
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, т.е. определяются компоненты смешанной стратегии первого игрока.

8. Определяются компоненты смешанной стратегии второго игрока из линейной формы, которая на последнем шаге решения задачи линейного программирования сводится к следующему виду:


[image: image379.wmf]m

m

m

n

m

n

n

y

c

y

c

y

c

x

c

x

c

x

c

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

...

...

2

2

1

1

2

2

1

1

a



Лекция № 11
Многошаговые игры

Игра называется многошаговой, если хотя бы один из игроков делает больше одного хода.

Существует два вида моделей:

1. игра описывается последовательностью матриц;

2. игра описывается матрицами, элементы которых в свою очередь могут быть матрицами.

Например: возьмем матричную игру А:

A =
[image: image380.wmf]22
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, где

a11, a22 — действительные числа, определяющие выигрыш первого игрока, если игроки одновременно выбирают соответственно свои первые или вторые стратегии; A1, A2 ( игры, которые необходимо разыгрывать, если, соответственно, первый игрок выбирает свою первую стратегию, а второй ( вторую, или наоборот, первый игрок выбирает вторую стратегию, а второй ( первую.

Игры A1, A2, в свою очередь, могут не заканчиваться определением выигрыша первого игрока в каждой игре на втором шаге, а требовать розыгрыша одной или нескольких игр на третьем шаге. 

Пример: Рассмотрим в качестве примера трехшаговую игру со следующими матрицами:
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Для оптимального поведения в такой многошаговой игре необходимо вначале определить цены  v3, v4  игр  A3, A4,  затем определить цены  v1, v2  игр
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И после этого решить матричную игру
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Для решения многошаговой матричной игры, имеющейся в качестве элементов матрицы, необходимо начинать решение с последнего шага. Решив матричные игры на последнем шаге, и получив значение цен игр, эти значения представляют в матрицы предшествующего шага. Так продолжается до тех пор, пока не будет получена числовая матрица для первого шага, затем определяют цену игры на первом шаге и оптимальные стратегии.

Более сложная ситуация возникает когда неизвестное количество шагов.

В этом случае получение решений существенно усложняется.

Способ получения решений — получение рекурсивных процедур.

Пример: Игра инспектирования. Участвуют два игрока: первый — нарушитель, второй — инспектор.

Нарушитель может действовать в интервале времени 
[image: image384.wmf]n
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и может совершить только одно нарушение. Инспектор совершает проверку один раз. Если инспектор и нарушитель действуют в один интервал времени, то считается, что нарушитель пойман и он наказывается  штрафом в одну единицу. Если нарушитель и инспектор действуют  в разные интервалы времени, то нарушитель принимает некоторые благи величиной +1.

Если нарушитель бездействует, то он ничего не приобретает.

Если нарушитель и инспектор бездействуют на всех шагах, то игра переносится на следующие шаги.

Требуется определить цену игры и оптимальное поведение обоих игроков.
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I стратегия — активное действий;

II стратегия — пассивное действие.
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На последнем шаге матрица будет вычисляться следующим образом (если оба бездейственны).
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— цена одношаговой игры;
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— цена двухшаговой игры;
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  — цена трехшаговой игры;


[image: image391.wmf]5

3

4

2

3

4

2

1

4

=

-

+

=

n

 — цена четырехшаговой игры;
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 — цена пятишаговой игры.
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Возьмем стратегию 
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Эти формулы справедливы при 
[image: image403.wmf]2
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Рассмотрим 
[image: image404.wmf]1
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 на первом шаге:
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вероятность действия у инспектора и у нарушителя — минимален, с каждым шагом вероятность увеличивается. Это для игр 
[image: image406.wmf]2
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В случае, если размерность матрицы больше чем 
[image: image407.wmf]2
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 и нет седловой точки, то решать их сложно.

Игры Блотто
Обобщением является игры Бореля. Самая простая игра Бореля. Каждый из игроков выбирает по 3 неотрицательных числа.
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Числа располагают в определенном порядке, выигрывает тот, у кого два числа окажутся большими.

Дополнительными есть две фирмы с одинаковым капиталом 
[image: image409.wmf]2
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. Фирмы включают свои средства в три разных рынка.

Если вложения фирм в эти рынки таковы, что большей части (двух) рынков преобладает одна из фирм, в течении некоторого интервала времени, то она вытесняет конкурента с этих рынков и побеждает в конкурентной борьбе.
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 — первое обобщение Бореля.

2)  второе обобщение Бореля — функции, зависящие от денег:
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[image: image412.wmf](
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Игра Бореля может быть игрой на разорение.

В этом случае на первом шаге обе фирмы (оба игрока) имеют одинаковые ресурсы, а на последующих шагах ресурсы проигравшей фирмы уменьшаются на величину цены игры, или на величину, определяемую каким-то образом через цену игры.

Общее определения:

Играми на  разорение над многошаговые игры, в которых каждый игрок начиная игру имеет ограниченные ресурсы и с каждым шагом ресурсы проигравшего игрока уменьшается на цену игры, либо на 1, либо на величину, определяемую ценой игры.

Игра на разорение может быть сформулирована и как игра на выигрыш — игроки начинают игру с нулевыми ресурсами и ресурсы выигравшего игрока увеличиваются на “1”, либо на цену игры, либо на значение, определяемое ценой игры.

Пример: Игра на разорение Блотто. 

Имеется два игрока: А и Б, которые взаимодействуют на n участках взаимодействий.

Выигрыш (платеж) в этой игре первый игрок на i-ом  рынке определяется функцией 
[image: image413.wmf](
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 и 
[image: image415.wmf]i
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— соответственно вложения фирм (игроков) А и В в i-й рынок. При этом выполняется условие:
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[image: image417.wmf]å
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 — сумма ресурсов

При этом будем предполагать, что ресурсы таковы, что они могут дробиться на целое число единиц (т.е. до 4).

	Стратегии
	(3, 0)
	(0, 3)
	(2, 1)
	(1, 2)

	(4, 0)
	(7, 0)
	(4, 3)
	(6, 1)
	(5, 2)

	(0, 4)
	(4, 3)
	(7, 0)
	(5, 2)
	(6, 1)

	(3, 1)
	(4, 3)
	(3, 4)
	(6, 1)
	(4, 3)

	(1, 3)
	(3, 4)
	(4, 3)
	(4, 3)
	(6, 1)

	(2, 2)
	(2, 5)
	(2, 5)
	(5, 2)
	(5, 2)


Рассмотрим игру дальше:

	Стратегии
	(2, 0)
	(0, 2)
	(1, 1)

	(5, 0)
	(7, 0)
	(5, 2)
	(6, 1)

	(0, 5)
	(5, 2)
	(7, 0)
	(6, 1)

	(4, 1)
	(7, 0)
	(4, 3)
	(6, 1)

	(1, 4)
	(4, 3)
	(7, 0)
	(6, 1)

	(3, 2)
	(7, 0)
	(5, 2)
	(7, 0)

	(2, 3)
	(5, 2)
	(7, 0)
	(7, 0)


Если ресурсы одного из игроков превосходит ресурсы другого, то игрок получает платеж в виде суммы средств, вложенных противником и вложенных им самим.

Если ресурсы одинаковы, то каждый из противников возвращает свои затраты. Это же происходит и в том случае, если противник не вложил в рынок никаких ресурсов.

Лекция № 12
Многокомпонентная игра Бижуэлла на истощение

Есть два игрока, первый игрок имеет ресурсы:
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Игра многошаговая, на каждом шаге(i,j):
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[image: image420.wmf]0
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— если это первая партия, то они уменьшаются на значение 
[image: image421.wmf](
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Выиграл тот игрок, который первый добьется нулевого значения, хотя бы одного из ресурсов другого игрока, т.е. по каждому ресурсу есть матрица истощения.

Игра многошаговая, но не бесконечная.

Бесконечные антагонистические игры будем рассматривать игры, обобщающие матричные игры.
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Игра называется бесконечной, если хотя бы у одного из игроков имеется бесконечное число возможных стратегий. Обычно рассматриваются стратегии из множеств, которые представляют собой открытый или замкнутый интервал:
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Если а и b изменяются в пределах, то приходиться рассматривать каждый раз другую игру.

Также возможны случаи [0;1]; [0;1], тогда возникает бесконечная антагонистическая игра на единичном квадрате.
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Для неправильной игры:
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[image: image429.wmf](
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Если 
[image: image430.wmf]b
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, имеем седловую точку и решение бесконечной антагонистической игры в чистых стратегиях.
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Если нет решения в чистых стратегиях, то в общем случае не гарантируется, что есть решения в смешанных стратегиях; если функция 
[image: image433.wmf](
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 имеет разрывы, то решение в смешанных стратегиях может отсутствовать.

Основная теорема теории непрерывных игр на единичном квадрате

Всякая антагонистическая бесконечная игра двух игроков 
[image: image434.wmf](
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 с непрерывной функций выигрышей 
[image: image435.wmf](
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 на единичном квадрате имеет решение в чистых или стратегиях.

Для описания вероятности появления тех или иных стратегий первого и второго игрока, используются интегральные законы распределения вероятности.

Для первого игрока — 
[image: image436.wmf](
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Для второго игрока — 
[image: image437.wmf](
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С точки зрения интегрального закона, функция 
[image: image438.wmf](
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 выражает вероятность того, что случайная величина Х примет значение меньше чем х, аналогично и для второго игрока.

Мы рассматриваем случай непрерывных и дифференциальных функций F и G.
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[image: image440.wmf](
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Получаем функции плотности распределения вероятностей.
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[image: image442.wmf]dx

M

+

£

£

c

c


С помощью дифференциала можно определить вероятности появления стратегий на каких-то конечных, в том числе и малых интервалах изменения x и y.

Если мы имеем 
[image: image443.wmf](
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, это выигрыш первого игрока в том случае, если он применяет свою стратегию х, а второй игрок придерживается стратегии Y.

1) Если рассматривать случай:
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то получим некоторый средний выигрыш при смешанной стратегии 
[image: image445.wmf](
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, а второй применяет свою чистую стратегию Y.

2) 
[image: image446.wmf](
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 — выигрыш, когда применяется чистая стратегия  х первым игроком и смешанная стратегия 
[image: image447.wmf](
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 вторым игроком.

3) Если применяется чистая стратегия х первого игрока и Y второго игрока, то выигрыш первого игрока определяется следующим выражением:
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4) Если применяем стратегию смешанной стратегии  первого и второго игрока:
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 — средний выигрыш первого игрока
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 при некоторых смешанных стратегиях 
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Будем рассматривать случай когда функция выигрышей 
[image: image455.wmf](
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 была на единичном квадрате выпуклой или вогнутой.

Непрерывность и ее выпуклость (вогнутость) приводит к тому, что функция имеет единственной экстремум.

Теорема о непрерывных антагонистических играх на единичном квадрате при выпуклой (вогнутой) функции 
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Пусть 
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 непрерывная функция выигрышей первого игрока на единичном квадрате и строго выпукла или вогнута по х и у, тогда имеются единственные оптимальные чистые стратегии для первого и второго игроков:
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и цена игры определяется функциями:


[image: image459.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

î

í

ì

=

=

y

x

M

G

F

E

V

y

x

M

G

F

E

V

,

,

,

max

min

,

,

,

min

max


а чистые стратегии игроков определяются уравнениями:
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Пример: Пусть на единичном квадрате [0,1] задана функция 
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Если первый игрок применяет чистые стратегии от 0 до 
[image: image464.wmf]4

p

, то второй игрок должен применять свою чистую стратегию 
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Если первый игрок применяет чистые стратегии в интервале 
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, то второй должен применять чистую стратегию 
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